


































“Since  the  Principia*  is  one  of  those works 
everyone  talks  of  but  no  one  reads,  anything 
said about it other than the usual honey‐sauced 
eulogy must stand up against righteous indigna‐
tion  from  all  sides. But  it  is  a work of  science, 
not a bible.  It should be studied and weighed  ‐ 
admired,  indeed, but not sworn upon.  It has  its 
novelties and  its  repetitions,  its elegant perfec‐
tions  and  its  errors,  its  lightning  abbreviations 
and  its  needless  detours,  its  extraordinary 















„Die  Principia*  ist  ein  wissenschaftliches 
Werk und  keine Bibel. Man  sollte  es  studieren 
und  abwägen,  bewundern  ‐  ja!  ‐  ,  aber  nicht 
darauf schwören. Man findet in ihm Neuigkeiten 
und Wiederholungen, eine elegante Vollendung, 
aber  auch  Irrtümer,  erleuchtende  Kürze  und 
überflüssige  Umwege,  außerordentliche  An‐
sprüche  und  Strenge,  aber  auch  Lücken‐
haftigkeit der  Logik, das Aufräumen mit  früher 


















elastic behaviour, decisively  influences our understanding of  the subsurface, which  is mainly based on 
the interpretation of seismic waves. To quantify and to better understand the complex elastic properties 






quency and  temperature  in  symmetrical  three‐point bending  set‐ups with  support  spacings of 20 and 







































crystallographic directions. At  the ‐  transition, model parameters of  the compliance coefficients  for 
quartz,  which  is  investigated  with  40 mm  support  spacing,  are:  (S11)  E1 = 572 GPa,  E2 = 70.0 GPa, 
 = 64.6 GPa s,  (S33)  E1 = 127 GPa,  E2 = 52.1 GPa,   = 22.9 GPa s,  (S44)  E1 = 204 GPa,  E2 = 37.5 GPa, 












for  an  isotropic  quartz  polycrystal.  This  is  in  agreement with  observations  for  an  elastically  isotropic 
quartzite, which also holds for the dissipation behaviour. Both frequency‐dependent seismic wave veloc‐
ities and  their dissipation behaviour may be used  to estimate  temperatures and physical states of  the 





















Dynamisch mechanische  Spannungen  und  Verformungen  sowie  deren  Phasenverschiebungen werden 
ausgehend von Raumtemperatur über den ‐ Übergang in Quarz hinweg bis zu Temperaturen > 600 °C 









c‐Achse des Kristalls gering  (jeweils  ≈ 7,6 und  ≈ 2,6 GPa) und  senkrecht dazu vergleichsweise groß  (je‐
weils  ≈ 15,1  und  ≈ 7,1 GPa).  Die  Frequenzabhängigkeit  des  komplexen  Elastizitätsmoduls  für  ‐Quarz 
verschwindet nur wenige Grad Celsius oberhalb des Phasenübergangs. 






























E1 = 572 GPa,  E2 = 70,0 GPa,   = 64,6 GPa s,  (S33)  E1 = 127 GPa,  E2 = 52,1 GPa,   = 22,9 GPa s,  (S44) 
E1 = 204 GPa,  E2 = 37,5 GPa,   = 26,4 GPa s,  (S12)  E1 = 612 GPa,  E2 =  106,7 GPa,   = 78,5 GPa s,  (S13) 
E1 = 1.546 GPa, E2 = 284 GPa,  = 200 GPa s; S14 ist nahezu konstant und beträgt ≈ ‐ 0,0024 GPa‐1. 
Es wird angenommen, dass die mechanischen Beobachtungen mit der Bildung und der Veränderung 
von Domänen  aus Dauphiné‐Zwillingen  aufgrund  dynamischer Umorientierungen  des  Kristallgitters  in 
der Nähe des ‐ Übergangs einhergehen. Die Umordnung von Zwillingsdomänen wird durch eine nie‐







hängige  Geschwindigkeiten  seismischer Wellen  als  auch  deren  Dämpfungsverhalten  könnten  genutzt 
werden um Temperaturen und physikalische Zustände der Erdkruste abzuschätzen, an Stellen wo diese 
ausreichend dick oder heiß für das Auftreten des ‐ Übergangs in quarzreichen Gesteinen ist. Darüber 
























the  stability  fields  of  the  two  quartz modifications  (modified  according  to  Schreyer 
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Fig. 7:  Temperature dependence of different  types of elastic wave  velocities  in  single‐crystal 
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Fig. 13:  Thin  sections  of Dalsland  quartzite  (A‐C,  Beck  2010)  and  Lahr  sandstone  (6‐8, Hirsch 
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Fig. 49:  Anisotropic  frequency‐dependent compressional wave velocities  for quartz at  ≈ 572 °C 




















Tab. 2:  DMTA  experimental  parameters.  Abbreviations  used  for  the  specimen  names  are: 
s = synthetic, n = natural, f = fused, c = ceramic, L‐Sst = Lahr sandstone, D‐Qtz = Dalsland 
quartzite. The number of  frequency and temperature data points  is given  in parenthe‐
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Tab. 3:  Relative  to  the main  axes of  synthetic  single‐crystal quartz  and under  ambient  condi‐
















ambient  conditions  and  with  experimental  uncertainties,  respectively  (e.g.  Kuchling 




































times and attenuation characteristics of elastic waves  in  rocks and melt are evaluated,  typically  in  the 
frequency range from ≈ 0.0003 to > 30 Hz  (Lay 2002). Physical and mineralogical  interpretation of such 
field data, however,  requires  reference values of elastic  rock properties determined at  the  laboratory 
(e.g. Belikov 1962, Birch 1955, Kern 1990, 2011, Mainprice et al. 1990). 
Based on seismic recordings, Gutenberg (1951) attributes a decrease of the compressional wave ve‐
locity with  increasing  depth  in  continental  crust  to  the  temperature  dependence  of  the  anisotropic 
Young’s modulus observed  for quartz  in  laboratory experiments (Perrier & De Mandrot 1923). This de‐
pendence is caused by a displacive reorientation of the quartz crystal lattice, known as ‐ phase transi‐
tion.  Beyond  this,  the  stabilisation  of  the  high‐temperature  phase  causes  a  rapid  re‐increase  of  the 
Young’s modulus (Perrier & De Mandrot 1923). Key features to better understand the Earth’s crust in this 


















Fig. 1:  Phase diagram of crystalline silica polymorphs,  focusing on the phase boundary between  the 
stability fields of the two quartz modifications (modified according to Schreyer 1976). The Mo‐




moduli may contribute to a clear  interpretation of the ‐ transition  in seismic recordings, apart  from 
other  reasons  such  as  partial melting  (e.g. Gordon & Davis  1968).  The  observed  Young’s modulus  of 
quartz  is therefore converted  into the elasticity tensor and elastic wave velocities that are relevant for 
seismic  interpretations. Particularly  the compressional wave velocity  is  supposed  to also exhibit a  fre‐
quency‐dependent behaviour due  to  its attenuation by viscoelastic effects  in  the quartz  crystal  lattice 
that are associated with the ‐ transition (Klumbach & Schilling 2012, 2014). The attenuation of com‐
pressional waves is described by the inversed seismic quality factor Q‐1 





























































tion  is generated by phase transformations, such as the ‐ transition  in quartz, for  instance (e.g. Car‐




































the  crystal  (Saha  et  al.  1979).  This  yields  an  axial  ratio  of  ≈ 1.1.  Hence,  the  density  of  quartz  is 
≈ 2.65 g/cm³ (e.g. Okrusch & Matthes 2005). 
  
Fig. 3:  Tetrahedral  tilt  versus  Si‐O‐Si bond  angle  in quartz  (left, modelled with data  from Grimm & 
Dorner 1975, Heaney & Veblen 1991, Kihara 1990, Lager et al. 1982, Levien et al. 1980, Müser 
& Binder 2001, Thompson et al. 2011). Three‐dimensional double helix of interconnected silica 
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cally consists of 81 coefficients, whereas the number of  its  independent coefficients  is reduced due to 
symmetrical  second‐rank  stress and  strain  tensors. The elasticity  in any  crystallographic direction also 
equals the value in the opposite direction according to Neumann’s principle by 





C	11 ‐ C 12 C 13 ‐ C 14 0 0
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including S14  is omitted  for ‐quartz  (e.g. Cazzani & Rovati 2003). The anisotropic Young’s modulus of 
quartz is independent of S12 and S66 (e.g. Chou & Sha 1971, Ting 2005). In this context the unity vector ni 
describes  any  crystallographic  direction  and  depends  on  the  azimuth    and  the  polar  distance   
(Appendix 3). The anisotropic Young’s modulus of quartz can be determined completely by examining its 
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Under ambient  conditions, quartz  shows a higher  stiffness parallel  to  the c‐axis of  the crystal  than 
parallel to the a‐axis. The Young’s moduli obtained for the two specimens with off‐axis orientations cor‐
respond to the overall minimum and maximum stiffness of quartz for all crystallographic directions.  In‐
creasing temperature  leads to a  linear decrease of the anisotropic Young’s modulus, which  is  less pro‐



















   c ijkl g j g l ‐  v





























































velocities along  the X‐, Y‐, and Z‐axes  in single‐crystal quartz as a  function of  temperature by Brillouin 
spectroscopy (Fig. 7) and obtain the stiffness tensor by solving Christoffel’s equation (12). 
 

























































crystal: modified  according  to  Lakshtanov  et  al.  (2007,  black  symbols)  as well  as  Perrier  & 





































































































































Fig. 10:  Young’s moduli of  isotropic silica polycrystals with  tetrahedral coordination  (Appendix 8) and 
fused silica based on experimental and simulation data collected by Pabst & Gregorová (2013). 
Increasing  pressure  leads  to  lattice  compaction  and  transformation  of  quartz  into  coesite  and 
stishovite,  both with  higher  packing  density  and  stiffness  (e.g.  Angel  1997,  Fenner  1913,  Kim‐Zajonz 
1999, Levien et al. 1980, Saika‐Voivod et al. 2004, Stevens et al. 1997, Swamy et al. 1994). Coesite exhib‐
































































metry with a density of  ≈ 2.20 gm/cm³.  Its  isotropic high‐temperature Young’s modulus  is  ≈ 62.3 GPa. 




Rocks,  including mono‐ and polycrystalline grains of quartz, are  formed by magmatic,  sedimentary or 
metamorphic processes  (e.g. Emmons et al. 1955). Elastic properties of  those  rocks are based on  the 
properties of quartz and other associated minerals. Size, shape, orientation, aspect ratio, and cementa‐
tion of  the grains as well as pore  space and micro‐cracks need  to be  taken  into account as well  (e.g. 
Schön 1983). Usually, the experimentally observed elastic moduli of rocks are lower than expected from 





iron‐bearing minerals  (e.g. Okrusch & Matthes  2005).  Consequently,  the  density  of  quartzite  can  be 
higher than that of pure quartz. Moreover, quartzite is a medium‐ to fine‐grained and non‐porous rock 
due to grain margin dissolution and re‐crystallisation during its genesis out of a siliceous sandstone (e.g. 







at high temperature and  low pressure typically  leads to the formation of physically  isotropic quartzites 











& Matthes 2005). Besides  the mineralogical  composition  and  cementation,  the porosity  and  incorpo‐
rated pore fluids affect the physical properties of sandstone. The porosity of sandstone is < 26 % because 








an oxymoron.  It  is  the amorphous  solid of  super‐cooled SiO2 melt  (e.g. Bell & Dean 1972). Thus,  it  is 




is composed of two  independent coefficients, C11 and C12 (e.g. Levy et al. 2001).  Its Young’s modulus  is 






fused  silica  exhibits  viscoelastic  effects.  In  addition,  its  stiffness  coefficients  decrease  for  pressures 







It  is shown  in  terms of  the Young’s modulus  (e.g. Perrier & De Mandrot 1923) and  the compressional 
wave  velocity  (e.g.  Lakshtanov  et al.  2007)  that  the  stiffness of  single‐crystal ‐quartz  anisotropically 





quartz differ  significantly  in  the vicinity of  the ‐  transition. The Young’s modulus  recorded by static 
experiments  is  lower than values modelled from high‐frequency stiffness coefficients at the same tem‐
perature. Furthermore,  the ‐  transition  is associated with  intensified attenuation due  to  intra‐  (e.g. 
Klumbach & Schilling 2012, Nikitin et al. 2007, Peng et al. 2012) and intercrystalline viscoelasticity. 






















    t  =  0  sin  t ,  (16)
is applied on the specimen, its time‐dependent bulk deformation  
     =  0  cos ( t ‐  )  (17)
is measured as a function of frequency in terms of the angular rate . Stress and strain maxima are de‐
noted as 0 and 0, respectively (Fig. 11, left). The dynamic strain of the specimen is measured by a dis‐
placement  transducer  that has a precision of 1∙10‐7 m. All  three parameters  ‐  stress,  strain, and  their 
phase lag ‐ are used to determine the complex Young’s modulus E* 










for  the evaluation of  the moduli. Thus,  a  calibration  is made with  a  specimen of  corundum  ceramics 
yielding a phase lag of ≈ 0.02, which has to be subtracted from the observed data. 
This study uses two specimen holders, both with a symmetrical three‐point bending geometry, con‐
sisting  of  an  indenter  from  above  and  two  supports  from  below with  a  spacing  d  of  20  and  40 mm 
(Fig. 12). The  flexure of an elongated plate‐like  specimen  leads  to  compressional  stresses  in  its upper 
part and extensional stresses in its lower part. For the outer fibre in the lowermost part of the specimen, 
the stress is determined by 










































































































and found to be  lower than the ‐ transition temperature given  in  literature at ≈ 573°C. For synthetic 
quartz, the ‐ transition is recorded at ≈ 560 and ≈ 538 °C for 20 and 40 mm support spacings, respec‐









specimen  and  a  reference  (corundum)  are  recorded.  This  study  includes  recordings  from  differential 
thermal  analysis  and  thermal  gravimetric  analysis  (mass  changes)  of  synthetic  quartz  and  Dalsland 
quartzite  (Chapter 3) at ambient pressure, while  the onset of  the ‐  transition  is determined  to  take 
place at ≈ 573 °C  in both cases (Appendix 11, Appendix 12). The experiments are performed with a Ne‐
tzsch STA 409 PC/PG system, which is equipped with a special furnace for temperatures up to 1650 °C. A 
powder mass of ≈ 64.80 mg  is taken  from synthetic quartz and of ≈ 103.94 mg  from  the quartzite. The 
masses of the powder references of corundum are ≈ 100.35 mg and ≈ 100.14 mg, respectively. Observed 
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 + c  T  ‐ T  + d   (25)
and 

























‐7 ‐ 1.8∙10‐3  0.93 653 2.1∙10‐4  1.63 
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01  s‐SiO2‐01b 20  03.9 ‐ 04.1  02.0 ‐ 02.0  0.5 ‐ 20 (10)
*  029 ‐ 615 0(52)
02  s‐SiO2‐02b 20  03.8 ‐ 04.1  01.9 ‐ 02.0  0.5 ‐ 20 (10)
*  027 ‐ 615 0(52)
03  s‐SiO2‐03b 20  03.9 ‐ 04.1  01.9 ‐ 02.0  0.5 ‐ 20 (10)
*  029 ‐ 615 0(52)
04  s‐SiO2‐04b 20  05.9 ‐ 06.1 02.9 ‐ 03.0 0.5 ‐ 20 (10)
*  023 ‐ 615 0(52)
05  s‐SiO2‐05b 20  04.9 ‐ 05.2  02.9 ‐ 03.1  0.1 ‐ 20 (14)
*  534 ‐ 587 0(18)
06  s‐SiO2‐05b 20  04.9 ‐ 05.2  02.9 ‐ 03.1  0.1 ‐ 20 (14)
*  535 ‐ 586 0(18)
07  s‐SiO2‐06b 40  03.3 ‐ 04.3  00.7 ‐ 01.1  1.0 ‐ 20 0(5)
*  053 ‐ 577 0(39)
08  s‐SiO2‐07b 40  03.1 ‐ 03.8  00.6 ‐ 00.8  1.0 ‐ 20 0(5)
*  053 ‐ 567 0(37)
09  s‐SiO2‐08b 40  04.5 ‐ 06.5 01.5 ‐ 02.2 1.0 ‐ 20 0(5)
*  053 ‐ 621 0(47)
10  s‐SiO2‐09b 40  04.9 ‐ 07.0  01.7 ‐ 02.5  1.0 ‐ 20 0(5)
*  053 ‐ 572 0(38)
11  s‐SiO2‐10b 40  04.4 ‐ 07.7  01.6 ‐ 02.9  1.0 ‐ 20 0(5)
*  053 ‐ 572 0(27)
12  s‐SiO2‐11b 40  04.0 ‐ 06.7  01.4 ‐ 02.4  1.0 ‐ 20 0(5)
*  053 ‐ 572 0(26)
13  s‐SiO2‐12b 40  04.2 ‐ 08.1  01.4 ‐ 03.6  1.0 ‐ 20 0(5)
*  053 ‐ 609 0(33)
14  s‐SiO2‐13b 40  04.2 ‐ 05.9  01.2 ‐ 02.0  1.0 ‐ 20 0(5)
*  053 ‐ 610 0(45)
15  s‐SiO2‐14b 40  04.4 ‐ 06.3  01.3 ‐ 02.1  1.0 ‐ 20 0(5)
*  053 ‐ 573 0(38)
16  s‐SiO2‐15b 40  03.9 ‐ 05.7  01.2 ‐ 01.9  1.0 ‐ 20 0(5)
*  053 ‐ 577 0(39)
17  s‐SiO2‐16b 40  04.4 ‐ 06.4  01.4 ‐ 02.2  0.5 ‐ 20 0(5)
*  053 ‐ 577 0(39)
18  n‐SiO2‐01b 20  05.8 ‐ 06.0  03.0 ‐ 03.1  0.0 ‐ 10 0(1)
*  033 ‐ 669 (121)
19  n‐SiO2‐02b 20  05.8 ‐ 06.0  03.0 ‐ 03.0  0.5 ‐ 20 (10)
*  035 ‐ 575 0(35)
20  D‐Qtz‐01a 20  59.7 ‐ 60.2  30.0 ‐ 30.0  0.0 ‐ 10 0(1)
*  034 ‐ 663 (121)
21  D‐Qtz‐01a 20  59.8 ‐ 60.1  29.9 ‐ 30.0  0.0 ‐ 10 0(1)
*  648 ‐ 032 (121)
22  D‐Qtz‐01a 20  59.7 ‐ 60.2  29.9 ‐ 30.0  0.0 ‐ 10 0(1)
*  420 ‐ 639 0(71)
23  D‐Qtz‐01a 20  59.9 ‐ 60.2  29.9 ‐ 30.0  0.0 ‐ 10 0(1)
*  628 ‐ 412 0(71)
24  D‐Qtz‐01b 20  05.0 ‐ 05.1  02.9 ‐ 03.1  0.1 ‐ 20 (14)
*  533 ‐ 576 0(15)
25  D‐Qtz‐01b 20  05.0 ‐ 05.2  02.9 ‐ 03.0  0.1 ‐ 20 (14)
*  534 ‐ 571 0(13)
26  D‐Qtz‐01b 20  04.9 ‐ 06.0  02.9 ‐ 03.0  0.1 ‐ 20 (14)
*  534 ‐ 586 0(18)
27  L‐Sst‐01b 20  19.9 ‐ 20.2  14.5 ‐ 15.0  0.0 ‐ 10 0(1)
*  131 ‐ 630 0(51)
28  f‐SiO2‐01b 20  05.0 ‐ 05.1  02.9 ‐ 03.0  1.0 ‐ 21 0(9)
˥  041 ‐ 718 0(34)
29  f‐SiO2‐02b 20  05.9 ‐ 06.0 02.9 ‐ 03.0 0.5 ‐ 20 (10)
*  025 ‐ 615 0(52)




Ultrasonic  frequencies  range  between  20 kHz  and  10 GHz,  out  of  the  human  acoustic  spectrum  (e.g. 
Blumenauer 1994).  Investigations with ultrasonic waves are non‐destructive and commonly applied for 
























taking  into account  the  reaction  time of  the  system  tsys. The  reaction  time depends on  the ultrasonic 
device and the installed sensors. It is determined for all sensors used in this study (Appendix 17) by travel 









form  the  impulse‐echo method. Due to wave  refraction and  interference,  the  impulse‐echo method  is 
less suitable for shear wave investigations (e.g. Kushibiki et al. 2002, Liu et al. 2002). 
The  full determination of  the elastic properties of any anisotropic material  requires measurements 






























eter,  2.25 MHz  frequency maximum,  1 MHz  high‐pass  filter,  3 MHz  low‐pass  filter,  ≈ 0.28 s  reaction 
time). Specimens of Lahr sandstone  (Chapter 3) are  investigated with V102  transducers  for  their com‐
pressional wave  velocities  (1”  diameter,  1 MHz  frequency maximum,  0.3 MHz  high‐pass  filter,  3 MHz 
low‐pass filter, ≈ 0.13 s reaction time). The shear wave velocities  in quartz are determined with V153 
transducers (0.5” diameter, 1 MHz frequency maximum, 0.3 MHz high‐pass filter, 3 MHz  low‐pass filter, 
≈ 0.39 s  reaction  time). V154  transducers are used  to evaluate  the shear wave velocities  in quartzite 
(0.5” diameter, 2.25 MHz  frequency maximum, 1 MHz high‐pass  filter, 3 MHz  low‐pass  filter,  ≈ 0.27 s 
reaction time). The shear wave velocities in the sandstone specimens are measured with V152 transduc‐
ers  (1” diameter, 1 MHz  frequency maximum, 0.3 MHz high‐pass  filter, 3 MHz  low‐pass  filter,  ≈ 0.1 s 
reaction time). 
Coupling of  the  sensors  to  synthetic quartz and quartzite  is accomplished with a gel‐type couplant 
and a shear gel, both of which are provided by Sonotech. A thin  layer of humid potter’s clay  is used as 
couplant  to determine  the elastic wave velocities  in sandstone. The maximum amplitude of  the signal 




































occur within  the material.  If  the  stress exceeds  the elastic  limit of  the material axial micro‐cracks are 





















Synthetic quartz single crystals are bought  from Maicom Quarz. The amounts of  impurities and  lattice 
defects are not examined, as these are  in agreement with the  industrial standard for technical applica‐
tions (DIN EN 60758). To figure out crystallographic orientations, the elastic properties of quartz are ex‐



















































































The quartzite examined  in this study  is from the Åmål province  in southwestern Sweden and known as 




an X‐ray beam being refracted by the crystal  lattice  (e.g. Nesse 2000), and X‐ray  fluorescence  (Tab. 4), 
where X‐rays are triggered by electron excitement due to radiation (e.g. Tertian & Claisse 1982). 
The sandstone investigated in this study is from Lahr in southwestern Germany. It is classified as part 
of  the  Triassic Bausandstein  formation  sus  (Fig. 13,  6 ‐ 8). A  detailed  characterisation  is presented by 
Hirsch (2008). Results of three out of four specimens from that study are in agreement with the observa‐
tions made  in this study. The rock  is red‐coloured due to an  iron‐bearing cement, homogeneous, well‐
sorted,  and well‐rounded with medium‐  to  coarse‐grained quartz  sand. Bedding  is weakly developed. 













































































































































































































































































Quartzite†  98.70  0.39  0.31  0.17  0.02  0.02  0.01    0.37 
Sandstone††  94.75  2.55  0.45  1.73  0.03  0.07  0.07  0.03  0.29 
Sandstone‡  94.60  2.88  0.25  1.62  0.03  0.07  0.05  0.05  0.38 
Fused silica‡‡  99.98                unkn. 
  † Beck (2010)  †† Mühlbach et al. (2013)  ‡ mean data from Hirsch (2006)  ‡‡ GVB (2014) 
In contrast  to  that,  the X‐ray  fluorescence data of Lahr sandstone  reveals  that  it consists of > 93 % 
quartz, with minor amounts of  feldspar, plagioclase, and various accessory minerals. ≈ 70 % of musco‐
vite/illite and  ≈ 30 % of biotite are  identified  (Tab. 5). The X‐ray diffraction pattern of  Lahr  sandstone 
(Fig. 15) also exhibits secondary illite and kaolinite, which most likely result from the degradation of mica 
































Quartzite¥  99.0  ‐  ‐  ‐  ‐  0.4  0.1  0.1  0.3   
Sandstone¥¥  93.1  5.0  0.3  0.3  0.2  0.6  ‐  ‐  0.2  0.2 
  ¥ potential chloritisation of mica  ¥¥ contains accessory apatite and dolomite 
Elastic properties of quartzite, sandstone and fused silica 
Cube‐shaped  specimens are prepared both  from Dalsland quartzite and  Lahr  sandstone  to  investigate 
their elastic properties by ultrasonic wave transmission with compressional and shear waves under am‐
bient conditions. Approximately isotropic velocities of both compressional and shear waves are observed 






analogously to quartz. However, the thickness of the specimens  is  larger  in case of the two rock types, 
especially for Lahr sandstone (Tab. 7). 
Fused  silica  is  bought  from Glasvertrieb  Braun.  Its  quality meets  industrial  standards  (DIN  EN  ISO 
9001). A list of its physical and chemical (Tab. 4) properties is published in the Internet (latest download 
from  www.g‐v‐b.de/File/quarzplatten_d(1).pdf  on  02  October,  2014,  abbreviated  as  “GVB  2014”  in 
Tab. 4 and in the following text). 
Tab. 6:  Observed  travel  times of  the compressional and shear waves  tp and  ts over  the distance s as 





























































































Fused silica       05.93    ± 3.740  ± 1.586 





Again, elongated plate‐like  specimens of  fused  silica are prepared  for DMTA. Their dimensions are 
comparable  to  those of  the quartz specimens  (Tab. 7). The  temperature  readings  from DTMA are cali‐


























s‐SiO2‐01b  ll c‐axis  20  0.63  10.35 
s‐SiO2‐02b  ll a‐axis  20  0.62  10.61 
s‐SiO2‐03b  90°/40°  20  0.63  10.13 
s‐SiO2‐04b  90°/30°  20  0.63  10.00 
s‐SiO2‐05b  ll a‐axis  20  0.79  12.61 
s‐SiO2‐06b  ll c‐axis  40  0.64  12.48 
s‐SiO2‐07b  ll c‐axis 40 0.59 12.54 
s‐SiO2‐08b  ll c‐axis  40  0.79  12.76 
s‐SiO2‐09b  ll c‐axis  40  0.59  12.54 
s‐SiO2‐10b  ll a‐axis  40  0.82  12.83 
s‐SiO2‐11b  ll a‐axis  40  0.83  12.74 
s‐SiO2‐12b  ll a‐axis 40 0.84 12.53 
s‐SiO2‐13b  90°/30°  40  0.78  12.49 
s‐SiO2‐14b  90°/30°  40  0.79  12.38 
s‐SiO2‐15b  90°/30°  40  0.77  12.45 
s‐SiO2‐16b  ll c‐axis  40  0.78  12.45 
n‐SiO2‐01b  ll c‐axis  20  0.80  12.63 
n‐SiO2‐02b  ll c‐axis  20  0.68  12.62 
L‐Sst‐01b  random  20  6.05  09.63 
D‐Qtz‐01a  random  20  4.16  09.06 
D‐Qtz‐01b  random  20  1.04  09.02 
f‐SiO2‐01b  random  20  0.75  11.10 
f‐SiO2‐01b  random  20  0.77  11.17 








ture  across  the ‐  transition with 20 mm  (Fig. 16)  and  40 mm  (Fig. 17,  Fig. 18,  Klumbach &  Schilling 
2012, 2014)  support  spacings  in  symmetrical  three‐point bending.  The  temperature  readings  are  cali‐
brated to 573 °C using the minimum of the observed storage modulus (Chapter 2). Temperature uncer‐




dissipation moduli  (white symbols) based on  the observations  for synthetic quartz crystals at 
2.57 Hz across the ‐ transition with 20 mm support spacing in symmetrical three‐point bend‐
ing. Off‐axis crystallographic orientations are referred to as “azimuth/polar distance”. 
Under ambient conditions,  the storage modulus parallel  to  the c‐axis of  the crystal  is  ≈ 20 %  larger 
than that perpendicular to it (Fig. 16, Fig. 17). A potential frequency dependence of the complex Young’s 
modulus  is not observed (Fig. 18), whereas  it might exist below the detection  limit of the experimental 
set‐up. The dissipation moduli are ≈ 1 to 3 % of the corresponding storage moduli, which is indeed close 
to the detection limit of the experimental set‐up (Chapter 2). 

























































































































































































loading  correlating with  low  storage moduli and  low dissipation moduli, while high‐frequency  loading 
corresponds to high storage moduli and  low dissipation moduli (Fig. 18). A maximum of the dissipation 




ture data  presented  (e.g.  Perrier & De Mandrot  1923), while  the  dissipation modulus decreases.  The 
complex Young’s modulus  loses  its  frequency dependence within a temperature range of < 10 K. Since 

















the  intrinsic attenuation of  the apparatus and quartz  itself. The  storage and dissipation moduli  found 
below ≈ 400 °C might be due to crystal twining. Results of isothermal dynamic loadings of natural quartz 













































































































































modulus of  ≈ 90.2 ± 1.2 GPa, which  is derived  from ultrasonic measurements  (Tab. 6) and a density of 
2.65 g/cm³  for  an  isotropic  solid  (33).  For  comparison,  the  average  Young’s modulus  of  an  isotropic 











cooling  is  ≈ 20  to  30 %  lower  than during heating.  This  difference  is  attributed  to  the  formation  and 



































to  isothermal  sinusoidal  loading  at  different  frequencies  and  temperatures  in  the  vicinity  of  the ‐ 
quartz transition. The frequency range is chosen to be equal to that of quartz (Tab. 2). Storage and dissi‐
pation moduli are determined for temperatures > 520 °C across the ‐ transition (Fig. 22). As observed 
for quartz,  the  complex Young’s modulus of Dalsland quartzite  shows a  frequency dependence  in  the 
vicinity of the ‐ transition. The dispersion of the storage modulus starts at ≈ 520 °C and maximises at 

















































































from the fact that the deformation  in symmetrical three‐point bending  is  impeded by a  large specimen 
thickness compared to quartz and quartzite (Tab. 7). However, the chosen thickness is necessary as the 




quartz.  The  storage  modulus  exhibits  decreasing  values  towards  the  ‐  quartz  transition.  A  re‐
increasing stiffness above 573 °C  is  interrupted by failure of the specimen at ≈ 600 °C (Fig. 23). It  is evi‐
dent that the dynamic symmetrical three‐point bending data of this sandstone poorly reflect the obser‐





































































































































































































































































































































































































































































ambient conditions, the storage modulus of  fused silica  is  found to be  independent of the  loading  fre‐
quency,  consistent  with  the  literature  data  (Chapter 1).  The  storage  modulus  is  determined  to  be 
≈ 76.1 GPa, while the equivalent dissipation modulus is ≈ 3.7 % of this value. 
The  temperature dependence of  the 10 Hz  complex Young’s modulus of  fused  silica  clearly differs 
from  the  results previously obtained  for quartz and quartz‐bearing  rocks. Literature data published by 
Spinner (1956), for instance suggest a linearly increasing Young’s modulus with temperature (Chapter 1). 








are described  at  ≈ 300 °C  (e.g. Cook & Breckenridge  1953, Dodd &  Fraser  1965)  and  at  ‐ 223 °C  (e.g. 
Bömmel et al. 1956) and attributed to  lattice defects (e.g. King 1959) and  impurities (e.g. Fraser 1964, 
Lewis & Patterson 1967, Maris 1963). The behaviour  around  ≈ 300 °C may  also  result  from  structural 
relaxation of in‐situ stresses due to the reorientation of SiO4 tetrahedra. 






















































modulus  is  detected  around  573 °C.  The  dissipation  modulus  potentially  increases  at  temperatures 
> 600 °C, whereas the observed values are close to the detection limit of the experimental set‐up (Chap‐
ter 2). 
From  the clearly different 10 Hz  temperature dependence of  the storage and dissipation moduli  in 
comparison to quartz,  it  is expected that the complex Young’s modulus of fused silica does not exhibit 
any frequency dependence in the vicinity of the ‐ transition temperature for quartz. This is confirmed 




measurement and especially affects  the moduli  recorded at  low  frequency, which  is also observed  for 
quartz. This effect interferes with a potential frequency dependence of the complex Young’s modulus. 
 









































































elastic  and  viscoelastic mechanical  effects.  Combined  elastic  and  viscoelastic material  properties  are 
usually approximated by networks of elastic and viscous elements or springs and dashpots, respectively 




(e.g. Casula & Carcoine 1992). The parallel  layout  is  known as Kelvin‐Voigt model  (Appendix 31a,  e.g. 
Grau et al. 1983). It is characterised by a storage modulus 
  E'   = E  (36)
that is independent of frequency and a dissipation modulus 















The modelled behaviour of  the storage modulus  roughly approximates  the experimental data, but  the 
dissipation modulus  is clearly in disagreement at  low frequencies. Hence, the Maxwell model also  is in‐
appropriate  to  describe  the  results  of  the  complex  Young’s modulus  for  quartz  (Fig. 26)  and  quartz‐
bearing rocks. 
Adding a second spring parallel to a Maxwell element yields the Zener model  (Appendix 31d, Zener 







other  (Appendix 31e).  The  Poynting‐Thomson  model  is  used  in  this  study.  Modelling  by  Poynting‐






























































































































Single‐crystal ‐quartz shows piezoelectricity  (Chapter 1). However, natural quartz  is often  twinned 
and, hence, not piezoelectric. Sometimes, this  is also true for synthetic crystals.  In order to make them 
usable for industrial purposes, the Dauphiné twin domains are removed from the crystal lattice by heat‐


































observed parallel  to  the c‐axis of  the crystal,  than perpendicular  to  it. At  ≈ 572 °C and 40 mm support 
spacing the viscosities are for instance ≈ 65 and ≈ 23 GPa s, respectively. Interpolations between 500 and 
573 °C suggest a  linear decrease of the viscosity towards the ‐ transition, which  is seen most clearly 
perpendicular  to  the  c‐axis  (aIIc = ‐ 12.33 GPa s K
‐1,  bIIc = 7131 GPa s,  ac = ‐ 4.76 GPa s K
‐1,  bc = 






























 + b  T  ‐ T
2
 + c  T  ‐ T  + d  (46)
for the ‐phase, while a to d and T are fit parameters, and by 



















































































































python script  that  is based on equation  (7) and a systematical variation of  the azimuth and polar dis‐
tance. Various published data sets can be used as  input parameters  for  the elasticity  tensor  (e.g. Lak‐
shtanov et al. 2007, Ohno et al. 2006, Perrier & De Mandrot 1923, Zubov & Firsova 1962). The Young’s 








‐1). Each of  the  figures  indicates  the crystal  symmetry of  the  respective quartz phase 














































of  the Young’s modulus by variation of  the azimuth  is  ≈ 53.4 GPa and observed at a polar distance of 












































(Fig. 33). Their respective azimuth  is rotated by 60° compared  to polar distances < 90°. For a  fixed azi‐






gram of  the anisotropic Young’s modulus  for ‐quartz at 600 °C  is  less  complex  than  for  the ‐phase 
(Fig. 32,  right). Alternating maxima and minima as present  in ‐quartz do not exist  for ‐quartz, since 
C14 = 0 (Fig. 33). Hence, the anisotropic Young’s modulus depends on the polar distance only (Fig. 34). In 























































Fig. 36:  Azimuthal  variation  of  the  anisotropic  storage  (solid  lines)  and  dissipation modulus  (dashed 
lines). Selected polar distances. According to Fig. 35. 
At the ‐ transition, the anisotropic storage modulus of ‐quartz exhibits significantly  lower values 
(Fig. 35,  left)  than  under  ambient  conditions  (Fig. 32,  left).  Even  though  the  trigonal  symmetry  of 











































































dissipation modulus  is high, where  the  storage modulus of quartz  is  low.  In  this  case,  the dissipation 
modulus  reaches  ≈ 7.1 GPa  (Fig. 37). Moreover,  the dissipation modulus  is nearly  independent of  the 
azimuth, as its changes are found to be < 0.1 GPa. 
‐  transition: dispersion of the storage modulus 













‐1).  It  is  also modelled  from  data  de‐









































































































Perpendicular  to  the  c‐axis of  the  crystal,  the dispersion of  the  storage modulus  is high, while  the 
storage modulus  itself  is  low. The dispersion modelled  from data measured at 20 and 40 mm support 
spacing  is ≈ 10.6 and ≈ 15.1 GPa, respectively (Fig. 39, Fig. 40). The primary dispersion maximum occurs 
at polar distances close  to  ≈ 68 and  ≈ 72° and amounts  to ≈ 11.8 and  ≈ 16.3 GPa,  respectively. Largest 
changes of the dispersion by variation of the azimuth are ≈ 3.3 and ≈ 4.0 GPa for polar distances of ≈ 58 



















































axis  (10).  Its  frequency  dependence  is  described  in  the  same  way  (S33
	‐1




compared  to  the  other  coefficients  and  can  be  considered  approximately  frequency‐independent 
(40 mm: S14 = ‐ 0.0024. 20 mm: S14 = ‐ 0.0027 GPa
‐1). At the ‐ transition, the ratio between S13 and S44 is 
≈ 0.132.  If this ratio  is assumed to be frequency‐independent as well, the  inverse of the corresponding 
coefficients  can  also  be  described  by  the  Poynting‐Thomson model.  S13  (S13
	‐1









determined  from  “2S13 + S44”  (9).  Since S12 does not  contribute  to  the Young’s modulus  (Chapter 1), a 
































































































It  is demonstrated already  that  the Poynting‐Thomson model  is also valid  for describing  the elastic 



















































































Fig. 43:  Temperature  dependence  of  the  “compliance  coefficients”  for  ‐quartz  at  40 mm  support 
spacing between 500 °C and the ‐ transition, expressed in terms of the spring constant E2.  
 
Fig. 44:  Temperature  dependence  of  the  “compliance  coefficients”  for  ‐quartz  at  40 mm  support 
spacing between 500 °C and the ‐ transition, expressed in terms of the spring constant E1. 
The determination of the “compliance coefficients” in terms of the model elements for the Poynting‐

















































































creases as the Young’s modulus  (Fig. 35,  left). For the ‐phase, a  lower compressional wave velocity  is 













































Fig. 47:  Azimuthal  variation of  the  compressional wave  velocity  (left)  for  selected polar distances  at 
ambient temperature  (solid  lines) and 573 °C  (dashed  lines) according  to Fig. 46. C‐cut of  the 





















































pressional wave  velocity  by  variation  of  the  azimuth  occurs  at  polar  distances  of  ≈ 68  and  ≈ 112°.  It 
















The  anisotropic dispersion of  the  compressional wave  velocity  in ‐quartz  at  the ‐  transition  is 
modelled parallel to the c‐axis (13) and parallel to the a‐axis of the crystal (14) on the basis of the previ‐
ously presented frequency‐dependent elasticity coefficients for 40 mm (Fig. 42, left) and 20 mm support 

















































10 Hz  is  ≈ 0.31 km/s parallel  to  the  c‐axis of  the  crystal and  ≈ 1.07 km/s parallel  to  the a‐axis  (Fig. 49, 
left). At 20 mm support spacing, it is ≈ 0.10 and 0.49 km/s, respectively (Fig. 49, right). 
 
Fig. 49:  Anisotropic  frequency‐dependent  compressional  wave  velocities  for  quartz  at  ≈ 572 °C  and 
40 mm support spacing (left) as well as for quartz and quartzite at ≈ 570 °C and 20 mm support 
spacing (right). Mean values are Voigt‐Reuss‐Hill averages. See text for details.  
The dispersion of the mean compressional wave velocity  for an  isotropic quartz polycrystal  is mod‐
elled using  the Voigt‐Reuss‐Hill approximation  (Appendix 8)  to derive  the mean Young’s modulus  (EVRH 
40 mm:  E1 = 199 GPa,  E2 = 58.9 GPa,    = 31.4 GPa s;  EVRH  20 mm:  E1 = 429 GPa,  E2 = 58.9 GPa,   = 




The  high‐frequency  storage modulus  for Dalsland  quartzite  is  normalised  to  the  isotropic  Young’s 
modulus  of  quartz  at  the  ‐  transition, which  is  ≈ 57.7 GPa  (Lakshtanov  et  al.  (2007).  A  density  of 
2.53 g/cm³ and a Poisson’s ratio of ‐ 0.3 are used to convert the Young’s modulus into the compressional 
wave velocity (Appendix 8). A dispersion of ≈ 0.39 km/s resulted. This is in agreement with the expecta‐
tions based on quartz. The  time  constant of  the  relaxation  for Dalsland quartzite  is  ≈ 0.24 s, which  is 
more than twice the observed relaxation time for quartz. Hence, the relaxation process is assumed to be 























































































tion  in an  isotropic quartz polycrystal  is ≈ 0.130 at ≈ 1.1 Hz and ≈ 0.064 and ≈ 2.1 Hz for 40 and 20 mm 































































































ter 4).  In  comparison  to  intact quartz,  a  so‐called  crack density  (e.g. O’Connell & Budiansky  1974) or 
damage factor (e.g. Doncieux et al. 2008) can be assigned to the rock. Thus, close to the ‐ transition at 














































compaction of  the crystal  lattice  (Fig. 5)  that  is  linked  to an enlargement of  the  tetrahedral  tilt  (Fig. 3, 
left). Compared to ambient pressure, higher temperatures are necessary to rotate the tetrahedra from 
the given trigonal symmetry of the ‐phase to the hexagonal configuration of the ‐phase (Fig. 4). The 







   E 3  = S ‐  S ‐ E 0  e k 3.  (48)




















































Initially,  the  following hypothesis  is made:  the Young’s modulus of quartz becomes systematically  fre‐




 At a  constant  loading  frequency,  the  storage modulus of quartz exhibits a minimum at  the ‐ 
transition, while the equivalent dissipation modulus shows a maximum at ≈ 1 Hz.  
 Isothermal  variations of  the  loading  frequency  lead  to a  frequency dependence of  the  complex 
Young’s modulus of quartz, most clearly at 573 °C. It vanishes below ≈ 500 °C as well as above the 
transformation. 
 The  storage modulus  of  quartz  sigmoidally  increases with  frequency.  Including  the  dissipation 
maximum,  the  complex  elastic  behaviour  can  be  fully  described  by  the mechanical  Poynting‐
Thomson model, within the experimental uncertainties. 






 The  frequency dependence of the complex Young’s modulus  is  found to be anisotropic. Perpen‐
dicular  to  the  c‐axis  of  the  crystal,  the  dispersion  of  the  storage modulus  and  the  dissipation 
modulus are large, while both are comparably small parallel to the c‐axis, respectively depending 
on the experimental geometry. 








 Observations  for  synthetic  quartz  at  20 mm  support  spacing  also  hold  for  natural  crystals  and 











 A  symmetrical  three‐point bending geometry  is  suited  for  the examination of  crystals and  fine‐
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Appendix 1:  Phase  boundaries  for  silica  phases  at pressure  p  and  temperature  T  (Fig. 1): ‐ 





















Appendix 6:  Matrix  inversion  explained  for  the  stiffness  Cij  and  compliance  tensor  Sij  in Voigt 
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Appendix 1:  Phase boundaries  for  silica phases  at pressure p  and  temperature T  (Fig. 1): ‐ quartz 
transition  (1),  quartz‐coesite  transition  (2)  and  quartz‐tridymite  transition  (3).  The  geo‐




















0 cos 	 ‐ sin  
0 sin   ‐ cos  
	   (1) 
  	a	Y =  	
‐cos 	 0 sin 	
0 1 0
‐ sin   0 cos  
	   (2) 
  	a	Z =  	
cos   ‐ sin   0




‐cos   	cos   ‐ cos   	sin   sin 	
sin   cos   0
‐ sin 	 	cos   ‐ sin   	sin   cos  
	   (4) from (2) & (3) 
Appendix 3:  Directional cosines n1 to n3 based on the azimuth  and the polar distance . 
  n	1  =  cos 	  sin     (1) 
  n	2 =  sin   	sin     (2) 






































































































'''  = a	13	 a	22	‐  v	p 2 	‐ a	23	a	12  (20) 
  	2
'''  = a	23	 a	11	‐  v	p 2 	‐ a	21	a	13  (21) 
  	3





''  = a	12	 a	33	‐  v	sv 2 	‐ a	13	a	32  (23) 
  	2
''  = a	13	a	31	‐  a	11	‐  v	sv 2 	 a	33	‐  v	sv 2   (24) 
  	3
''  = a	32	 a	11	‐  v	sv 2 	‐ a	21	a	31  (25) 
  	1
'  = a	32	a	23	‐  a	33	‐  v	sh 2 	 a	22	‐  v	sh 2   (26) 
  	2
'  = a	21	 a	33	‐  v	sh 2 	‐ a	31	a	23  (27) 
  	3








  cos   =  
'	+ ''
  '   ''  
  (30) 
Appendix 5:  Simplification of a second‐rank tensor Tij, e.g. the thermal expansion, a third‐rank tensor 











P	11 P	12 P	13 P	14 P	15 P	16
P	21 P	22 P	23 P	24 P	25 P	26
P	31 P	32 P	33 P	34 P	35 P	36
	   (2) 
  C	ij =  	
C	11 C	12 C	13 C	14 C	15 C	16
C	12 C	22 C	23 C	24 C	25 C	26
C	13 C	23 C	33 C	34 C	35 C	36
C	14 C	24 C	34 C	44 C	45 C	46
C	15 C	25 C	35 C	45 C	55 C	56
C	16 C	26 C	36 C	46 C	56 C	66
	   (3) 
  S	ij =  	
S	11 S	12 S	13 S	14 S	15 S	16
S	12 S	22 S	23 S	24 S	25 S	26
S	13 S	23 S	33 S	34 S	35 S	36
S	14 S	24 S	34 S	44 S	45 S	46
S	15 S	25 S	35 S	45 S	55 S	56















0 0 0 P	14 0 P	16
P	21 P	22 P	23 0 P	25 0
0 0 0 P	34 0 P	36
	   (6) 
  P	ij =  	
0 0 0 P	14 P	15 0
0 0 0 P	24 P	25 0
P	31 P	32 P	33 0 0 P	36
	   (7) 
  P	ij =  	
P	11 P	12 P	13 0 P	15 0
0 0 0 P	14 0 P	16
P	31 P	32 P	33 0 P	35 0
	   (8) 
  P	ij =  	
P	11 P	12 P	13 0 0 P	16
P	21 P	22 P	23 0 0 P	26 
0 0 0 P	34 P	35 0
  (9) 
  C	ij =  	
C	11 C	12 C	13 0 C	15 0
C	12 C	22 C	23 0 C	25 0
C	13 C	23 C	33 0 C	35 0
0 0 0 C	44 0 C	46
C	15 C	25 C	35 0 C	55 0
0 0 0 C	46 0 C	66
	   (10) 
  S	ij =  	
S	11 S	12 S	13 0 S	15 0
S	12 S	22 S	23 0 S	25 0
S	13 S	23 S	33 0 S	35 0
0 0 0 S	44 0 S	46
S	15 S	25 S	35 S	45 S	55 0









0 0 0 P	14 0 0
0 0 0 0 P	25 0
0 0 0 0 0 P	36
	   (13) 
  P	ij =  	
0 0 0 0 P	15 0
0 0 0 P	24 0 0






C	11 C	12 C	13 0 0 0
C	12 C	22 C	23 0 0 0
C	13 C	23 C	33 0 0 0
0 0 0 C	44 0 0
0 0 0 0 C	55 0
0 0 0 0 0 C	66
	   (15) 
  S	ij =  	
S	11 S	12 S	13 0 0 0
S	12 S	22 S	23 0 0 0
S	13 S	23 S	33 0 0 0
0 0 0 S	44 0 0
0 0 0 0 S	55 0












0 0 0 P	14 ‐	P	15 0
0 0 0 P	15 ‐	P	14 0
P	31 P	31 P	33 0 0 0
	   (18) 
  P	ij =  	
0 0 0 ‐	P	14 P	15 0
0 0 0 ‐	P	15 P	14 0
P	31 ‐	P	31 0 0 0 P	36
	   (19) 
  C	ij =  	
C	11 ‐	C	12 C	13 0 0 ‐	C	16
C	12 ‐	C	11 C	13 0 0 ‐	C	16
C	13 ‐	C	13 C	33 0 0 0
0 0 0 C	44 0 0
0 0 0 0 C	44 0
C	16 ‐	C	16 0 0 0 ‐	C	66
	   (20) 
  S	ij =  	
S	11 ‐	S	12 S	13 0 0 ‐	S	16
S	12 ‐	S	11 S	13 0 0 ‐	S	16
S	13 ‐	S	13 S	33 0 0 0
0 0 0 S	44 0 0
0 0 0 0 S	44 0







0 0 0 P	14 0 0
0 0 0 0 ‐	P	14 0






0 0 0 0 P	15 0
0 0 0 P	15 0 0
P	31 P	31 P	33 0 0 0
	    (23) 
  P	ij =  	
0 0 0 P	14 0 0
0 0 0 0 P	14 0
0 0 0 0 0 P	36
	   (24) 
  C	ij =   
C	11 C	12 C	13 0 0 0
C	12 C	11 C	13 0 0 0
C	13 C	13 C	33 0 0 0
0 0 0 C	44 0 0
0 0 0 0 C	44 0
0 0 0 0 0 C	66
    (25) 
  S	ij =   
S	11 S	12 S	13 0 0 0
S	12 S	11 S	13 0 0 0
S	13 S	13 S	33 0 0 0
0 0 0 S	44 0 0
0 0 0 0 S	44 0









‐	P	11 ‐	P	11 0 P	14 ‐	P	15 ‐	2	P	21
‐	P	21 ‐	P	21 0 P	15 ‐	P	14 ‐	2	P	11
‐	P	31 ‐	P	31 P	33 0 0 0
	   (28) 
  C	ij =  	
‐	C	11 ‐	C	12 C	13 ‐	C	14 ‐	C	25 0
‐	C	12 ‐	C	11 C	13 ‐	C	14 ‐	C	25 0
‐	C	13 ‐	C	13 C	33 0 0 0
‐	C	14 ‐	C	14 0 ‐	C	44 0 C	25
‐	C	25 ‐	C	25 0 0 ‐	C	44 C	14






‐	S	11 ‐	S	12 S	13 	‐	S	14 	‐	S	25 0
‐	S	12 ‐	S	11 S	13 	‐	S	14 	‐	S	25 0
‐	S	13 ‐	S	13 S	33 0 0 0
‐	S	14 ‐	S	14 0 	‐	S	44 0 2	S	25
‐	S	25 ‐	S	25 0 0 2	S	44 2	S	14








P	11 ‐	P	11 0 P	14 0 0
0 0 0 0 ‐	P	14 ‐	2	P	11
0 0 0 0 0 0
	   (31) 
  P	ij =  	
0 0 0 0 P	15 ‐	2	P	21
‐	P	21 P	21 0 P	15 0 0
‐	P	31 P	31 P	33 0 0 0
	   (32) 
  P	ij =  	
P	11 ‐	P	11 0 0 P	15 0
0 0 0 P	15 0 ‐	2	P	11
P	31 ‐	P	31 P	33 0 0 0
	   (33) 
  C	ij =  	
C	11 ‐	C	12 C	13 ‐	C	14 0 0
C	12 ‐	C	11 C	13 ‐	C	14 0 0
C	13 ‐	C	13 C	33 0 0 0
C	14 ‐	C	14 0 ‐	C	44 0 0
0 0 0 0 C	44 C	14






S	11 ‐	S	12 S	13 ‐	S	14 0 0
S	12 ‐	S	11 S	13 ‐	S	14 0 0
S	13 ‐	S	13 S	33 0 0 0
S	14 ‐	S	14 0 ‐	S	44 0 0
0 0 0 0 2	S	44 2	S	14
















0 0 0 P	14 ‐	P	15 0
0 0 0 P	15 ‐	P	14 0
P	31 P	31 P	33 0 0 0
	   (37) 
  P	ij =  	
0 0 0 0 P	15 0
0 0 0 P	15 0 0






0 0 0 P	14 0 0
0 0 0 0 ‐	P	14 0
0 0 0 0 0 0
	   (39) 
  P	ij =  	
‐	P	11 ‐	P	11 0 0 0 ‐	2	P	21
‐	P	21 ‐	P	21 0 0 0 ‐	2	P	11
0 0 0 0 0 0
	   (40) 
  P	ij =  	
0 0 0 0 0 ‐	2	P	21
‐	P	21 P	21 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
	   (41) 
  P	ij =  	
P	11 ‐	P	11 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ‐	2	P11
0 0 0 0 0 0
	   (42) 
  C	ij =  	
C	11 C	12 C	13 0 0 0
C	12 C	11 C	13 0 0 0
C	13 C	13 C	33 0 0 0
0 0 0 C	44 0 0
0 0 0 0 C	44 0






S	11 S	12 S	13 0 0 0
S	12 S	11 S	13 0 0 0
S	13 S	13 S	33 0 0 0
0 0 0 S	44 0 0
0 0 0 0 S	44 0









0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
	   (46) 
  P	ij =  	
0 0 0 P	14 0 0
0 0 0 0 P	14 0
0 0 0 0 0 P	14
	   (47) 
  C	ij =  	
C	11 C	12 C	12 0 0 0
C	12 C	11 C	12 0 0 0
C	12 C	12 C	11 0 0 0
0 0 0 C	44 0 0
0 0 0 0 C	44 0






S	11 S	12 S	12 0 0 0
S	12 S	11 S	12 0 0 0
S	12 S	12 S	11 0 0 0
0 0 0 S	44 0 0
0 0 0 0 S	44 0









0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
	   (51) 
  C	ij =  	
C	11 C	12 C	12 0 0 0
C	12 C	11 C	12 0 0 0




	 C	11	‐	C	12 0 0










S	11 S	12 S	12 0 0 0
S	12 S	11 S	12 0 0 0
S	12 S	12 S	11 0 0 0
0 0 0 2	 S	11	‐	S	12 0 0
0 0 0 0 2	 S	11	‐	S	12 0














Appendix 6:  Matrix  inversion explained for the stiffness Cij and compliance tensor Sij  in Voigt notation 
and vise versa  (Python  command:  “S = np.linalg.inv(C)”, Microsoft Excel  command:  “S = 
minv(C)”). Mii equals the Kronecker delta. 
  C	ij S	ij = M	ii =  	
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
	   (1)	
  S	ij	=	C	ij	M ii =  	
C 11 C 12 C 13 C 14 C 15 C 16
C 21 C 22 C 23 C 24 C 25 C 26
C 31 C 32 C 33 C 34 C 35 C 36
C 41 C 42 C 43 C 44 C 45 C 46
C 51 C 52 C 53 C 54 C 55 C 56
C 61 C 62 C 63 C 64 C 65 C 66
	 	
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0











































1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
	 	
S	11 S	12 S	13 S	14 S	15 S	16
S	21 S	22 S	23 S	24 S	25 S	26
S	31 S	32 S	33 S	34 S	35 S	36
S	41 S	42 S	43 S	44 S	45 S	46
S	51 S	52 S	53 S	54 S	55 S	56




















































































  	f = S	33	 S	11 + S	12 	‐ 2 S	13
 2   (8) 







































   f' = C	33	 C	11 + C	12 	‐ 2 C	13
 2   (17) 


























































































































































































n  001  002  003  004  005  006  007  008  009 
t  012.70  004.30  003.18  002.78 002.57 002.45 002.36 002.31  002.26 
n  010  012  014  016  018  020  030  050  100 




























































       c‐axis 1443.0 2.0∙10‐5 ‐2.0∙10‐2  175.00  583 49.1∙10‐4  0.20   135   
      190°/50°  1460.0 .00000  ‐2.0∙10‐2  169.00  159 62.1∙10‐4  0.10   145   




















































































































































































































































































































































1   30.000   25.050  20.060  15.075  10.055  05.055 
2   30.010   25.045 20.060 15.070 10.065 05.040 
3   30.000   25.045  20.055  15.065  10.070  05.030 
4   30.010   25.045  20.050  15.075  10.055  05.050 
5   30.010   25.050  20.060  15.070  10.065  05.045 































1   09.700   08.140  06.550  04.980  03.420  01.890 
2   09.690   08.140  06.560  04.990  03.440  01.870 
3   09.710   08.140  06.560  04.980  03.410  01.880 
4   09.690   08.130 06.550 04.990 03.420 01.880 























































V102  9.54  7.98  6.42  4.86  3.29  1.71 
V152  4.83  4.05  3.26  2.48  1.69  0.90 
V153  5.12  4.33  3.55  2.79  1.98  1.17 
V154  5.01  4.22  3.44  2.65  1.86  1.07 










1   20.69   22.090   20.79 
2   20.72   22.070   20.77 
3   20.62   22.060   20.60 
4   20.67   22.070   20.73 















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































axial  shortening,  120 s  equilibration  time,  ambient  temperature).  See  chapter  2  for  the 
definition of further variables. 
 














































































































































  		 t  = 	0 	cos (	t)  (6) 
  	 = 	0	e	i		t  (7) 
  		 = 	0	i		e	i		t  (8) 
  		 t  = 	0 	cos (	t	‐		)  (9) 
  		 t  = 	0	e	i		e	i		t  (10) 




















  	E'   =  		

  (17) from (16) 





































  		 t  = 	0 	cos (	t)  (10) 
  	 = 	0	e	i		t  (11) 
  		 = 	0	i		e	i		t  (12) 
  		 t  = 	0 	cos (	t	‐		)  (13) 





























































































































  		 t  = 	0 	cos (	t)  (16) 
  	 = 	0	e	i		t  (17) 
  		 = 	0	i		e	i		t  (18) 
  		 t  = 	0 	cos (	t	‐		)  (19) 
















































































































  	 = E	2		+	E	1	 	‐		b  =  E	1	+	E	2 		‐	E	1		b  (12) by (7), (9) & (1)1 in (1) 
































  		 t  = 	0 	cos (	t	‐		)  (19) 































































	E	2	+	 E	1	+	E	2 	 		 	2	+	i			E	1	
1	+	 		 	2
  (29) by (26) in (27) & (28) 




  	E''   =  E	1		
	1	+	(		)	2	
  (31) from (29) 
e) Conversion of Poynting‐Thomson model elements and Zener model (ӿ) elements: 
  E 1
   = 
 E 2
 ӿ  
E 1
 ӿ   E 1
	ӿ  + E 2
	ӿ   (1) 
  E 2
   = E 1
 ӿ  + E 2
	ӿ   (2) 
  	 =  ӿ   E 1
 ӿ  + E 2
 ӿ  
E 1
 ӿ
 2
  (3) 
  
.
= 

 
 E 2
   
E 1
 ӿ
 2
 
  (4) 
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  E 1
 ӿ= E 2
   ‐ E 2
 ӿ   (5) 
  E 2
 ӿ= 
1
 E 1
   
 + 
1
 E 2
   
  (6) 
 
